m Anton-Rorres 8.4.11

= A= {{1, 3, -1}, {2, 0, 5}, {6, -2, 4}};

a Dit is makkelijk: de coordinaten van T(v1) ten opzichte van B staan in de eerste kolom van A, dus het antwoord de kolomvector
[1,2,6]"T. (T staat voor getransponeerd.) Net zo is[T(v2)]_B gelijk aan [3,0,-2]*T en[T(v3)]_B gelijk aan [-1,5,4]"T.

)= v1I=3x+3x"2; v2=-1+3x+2x"2; v3=3+7X+2Xx"2;
b. Het polynoom waarvan de coordinaten 1,2,6 t.o.v. B zijn, is
4= 1*v1l+2+v2+6xv3 // Expand
outa]= 16 + 51 x + 19 %2
Net zo voor de andere twee kolommen:
= 3%*v1-2%v3 // Expand
outsl= -6 -5%x +5x2
nel= -1*vl+5%xv2+4%v3// Expand
outel= 7 +40 X + 15 x?

c. Gegeven is A=[T]_B. Gevraagd wordt eigenlijk [T]_B’ waarbij B'=1,x,x"2. Dit is gelijk aan [I1d]_B’,B [T]_B [Id]_B,B’. De
eerste matrix heeft alsj-e kolom de coefficientenvanvj t.o.v. B, dusdie matrix is

n7p= P={{0, -1, 3}, {3, 3, 7}, {3, 2, 2}}
our7= {{0, -1, 3}, {3, 3, 7}, {3, 2, 2}}

ing= P // Matri xForm

Out[8]//MatrixForm=

0 -1 3
3 3 7
3 2 2

Dus het antwoord op de vraag wordt gegeven door de matrix (zie ook boek)
inf1o;= B=P. Al nverse[P]

239 161 289 201 111 247 61 31 107
wer {5o e w5 e sk i wl

d. Vermenigvuldig de matrix hierboven met de coefficientvector van het polynoomt.o.v. B’, dus

1= B. {1, 0, 1}

ouf11= {22, 56, 14}

en dit geeft het polynoom 22+56x+14x"2

m Anton-Rorres 8.4.16

Gezocht is de matrix [T]_B. De eerste kolom bevat de coordinaten van Tvl=v2 t.o.v. B, dus die kolom is[0,1,0,0]"T. De tweede
kolom bevat de coordinaten van Tv2=v3t.0.v. B, dusdie kolomis[0,0,1,0]*T. Enzovoorts; dit geeft de matrix
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n2)= {{0, 0, 0, 1}, {1, 0, O, O}, {0, 1, O, O}, {O, O, 1, 0}} // MatrixForm

Out[12]//MatrixForm=

00

= O O O
O O O

10
0 1
00

= Anton-Rorres 8.5.2
Eerst de overgangsmatrix P=P_EB van B naar de standaardbasis E= [1,0]1"T,[0,1]"T:

In[15]:= P= {{21 4}7 {2v ‘1}};

Dan de matrix van T ten opzichte van de standaardbasis (afl ezen):

In[16]:= TE = {{1| 7}7 {31 —4}]’;

Dus de matrix van T ten opzichte van B is (hier gebruiken we 8.5.2 ook al, maar je had het natuurlijk ook met de hand kunnen
doen---eerst Tul,Tu2 uitdrukkenin ul,u2:

infzs:= TB=1nverse[P]. TE. P;

inj26:= TB // Matri xForm

Out[26]//MatrixForm=
i 61
5 10
18 B 19
5

5

Nu de overgangsmatrix Q=P_BB’ van B’ naar B: ten eerste geldt v_2=-u_1/2, dus de tweede kolomis[-1/2,0]*T. Voor de eerste
kolom:

npop= 1 nverse[P]. {{1}, {3}}

13 2
oo {35} {-51)
Duser geldt

ne2l= Q= {{13/10, -1/2}, {-2/5, 0}};

inf24:= Q// Matri xForm
Out[24]//MatrixForm=

13 1
[ 0 2

2
-z 0

Nu berekenen we de matrix van T ten opzichtevan B’ door P_B’ B [T]|_B P_B,B’:

ins= I nverse[Q]. TB. Q// Matri xForm

Out[28]//MatrixForm=
31
T2
75

Merk op dat dit ook hetzelfdeisalsP_B’E[T]_EP_E,B’: schrijf R=P_E,B’, dan

NERIE

In[30]:= R= {{11 -1}, {3, '1]’};



en er geldt:

in@1:= I nverse[R]. TE.R// Matri xForm

Out[31]//MatrixForm=
31
T2
75

2

N N ©
|\.)|U_| |
-

m Anton-Rorres 8.5.4
msr= TB= {{1, 2, -1}, {0, -1, 0}, {1, 0, 7}};

in24:= TB // Matri xForm

Out[34]//MatrixForm=

12 -1
0 -1 0
10 7

En nu de overgangsmatrix P=P_BB’ van B’ naar B:

nss)= P={{1, 1, 1}, {0, 1, 1}, {0, O, 1}};

Dematrix van T t.o.v. B’ isdus

inz6:= | nverse[P]. TB. P // Matri xForm
Out[36]//MatrixForm=

1 4 3
-1 -2 -9
1 1 8

m Anton-Rorres 8.5.12
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AlsB zo'n basisis, dan is dus de matrix P_B,E [T]_E P_E,B waarbij E de standaardbasisis en [T]_E de matrix van T t.o.v. E,

diagonaal . Je moet dus de eigenvectoren en eigenwaardenvan T bepalen.

a
o= TE= {{-2, 1, -1}, {1, -2, -1}, {-1, -1, -2}};

inj40):= Ei gensyst em[TE]

oufsa0= {{-3, -3, 0}, {{1, O, 1}, (-1, 1, O}, (-1, -1, 1}}}

De eerste drie getallen zijn de eigenwaarden, de laatste drie vectoren moeten worden gelezen als KOLOMyvectoren en zijn de

bijbehorende eigenvectoren. Daarom transponeren:

ng1= P=Transpose[{{1, O, 1}, {-1, 1, 0}, {-1, -1, 1}}]
oufar)= {{1, -1, -1}, {0, 1, -1}, {1, 0, 1}}

Check:

in42):= I nverse[P]. TE. P

ou42= {{-3, 0, 0}, {0, -3, 0}, {0, O, O}}

De kolommen van P vormen dus de gevraagde basis.
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b.

naz= TE= ({0, -1, 1}, {-1, 0, 1}, {1, 1, 0}};

inj44]:= Ei gensyst em[TE]

oufaa= {{-2, 1, 1}, {{-1, -1, 1}, {1, O, 1}, {-1, 1, 0}}}

Hier zie je dat de eigenwaarde 1 multipliciteit 2 heeft (zowel algebraisch als meetkundig). In de eigenruimte bij 1 mag je een
willekeurige basis kiezen; BIJVOORBEELD de basis die Mathematica geeft.

nsi= P=Transpose[{{-1, -1, 1}, {1, 0, 1}, {-1, 1, 0}}1;
Check:

inf46:= I nverse[P]. TE. P

ous6= {{-2, 0, 0}, {0, 1, O}, (O, O, 13}

C.

7= TE= {{4, 0, 1}, {2, 3, 2}, {1, 0, 4}};

injs8:= Ei gensyst em[TE]

ouagl= {{5, 3, 3}, {{1, 2, 1}, {-1, 0, 1}, {0, 1, 0}}}
in49:= P =Transpose[{{1, 2, 1}, {-1, O, 1}, {0, 1, 0}}1];
Check:

injs0;:= I nverse[P]. TE. P

oufsol= {{5, 0, 0}, {0, 3, 0}, {0, O, 3}}

= Anton-Rorres 8.5.13
Bepaal de matrix van T t.0.v. een basis die je handig vindt: ik vind de basis 1,x,x"2 leuk, dus
ins3= TB= {{5, 6, 2}, {0, -1, -8}, {1, 0, -2}};

ins4:= Det [l dentityMatrix[3] -TB] // Fact or

outs4= (-3 + )k)z (4 + Q)

Dus de lineaire afbeelding heeft eigenwaarden 3, met algebraische multipliciteit 2, en -4 met algebraische multipliciteit 1. De
eigenruimtebij 3 vind je door

in571:= Nul | Space[3 «IdentityMatrix[3] - TB]
oufs71= {{5, -2, 1}}

Aha, dus de meetkundige multipliciteit van eigenwaarde 3 is slechts 1. De eigenruimte wordt opgespannen door het polynoom
5- 2X+X"2.

ineo:= Nul | Space[-4 «|dentityMatrix[3] - TB]
oueo)= {{-6, 8, 3}}

De eigenruimte bij -4 isdus ook 1-dimensionaal, en opgespannen door -6+8x+3x"2.
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Anton-Rorres 8.5.15

Stel v iseen eigenvector van T bij eigenwaardeA Dan geldt Tv=A vendus (A 1d-T)v=A v-Tv=A v- A va0sV zitin dekernvan A
Id-T. Bovendienisv niet nul per definitievan eigenvectoren. Omgekeerd, alsv in die kern zit en niet nul is, dan geldt Tv=Tv+(A
Id- T)v=Tv+2A +Tv=2A vdusv iseen eigenvector van T bij eigenwaardeA .

Merk op dat ik op college, net als hier, de notatie Id of 1d_V gebruik voor de identiteitsAFBEELDING van V naar zichzelf. De
letter | daarvoor gebruiken, zoals het boek hier doet, isietwat verwarrend, omdat | ook al voor de identiteitsSMATRIX staat.

m Anton-Rorres 8.6.1

Onto betekent surjectief. T:V->W heet surjectief als R(T)=W; met andere woorden: als er voor allew in W eenv inV is met
Tv=w.

a. surjectief, want voor ale (x,y) in R*2 is er een vector die door T op (a,b) afgebeeld wordt, namelijk (b,a). T is hier zelfs bijec-
tief, want ker T=0, dus T heeft een inverse (namelijk T zelf I)

b. niet surjectief, want R(T) is het opspansel van (0,1), waar (bijvoorbeeld) de vector (1,0) NIET in zit. Dus om te laten zien dat
een afbeelding T NIET surjectief is, hoef je maar EEN vector aan te geven die NIET in R(T) zit.

c. wel surjectief, want voor alle (x,y) is er een vector die door T op (a,b) afgebeeld wordt, namelijk (at+b,ab)/2. T is zelfs bijectief,
met inverse T/2.

d. niet surjectief. Dat kan helemaal niet, want de dimensiestelling zegt dat dim R(T) hier hooguit 2 is (en hij is ook precies 2),
terwijl T van R"2 naar R"3 gaat.

e. idem. (behalvedat hier R(T) zelfsmaar 1-dimensionaal is, namelijk opgespannen door (1,-1,2).

f. wel surjectief. Op de vector (a,b) wordt BIJVOORBEELD afgebeeld: (at+b,a-b,0)/2. De afbeelding T is niet bijectief, want niet
injectief: de vector (0,1,-1) spant dekernvan T op.

m Anton-Rorres 8.6.5

a niet bijectief. T kan niet bijectief zijn, want de ruimtes P_2 en P_3 hebben verschillende dimensies (3 respectievelijk 4).
b. wel bijectief, met inverse T zelf! Immers, de getransponeerde van de getransponeerdevan A is A zelf.

c. niet bijectief, want de dimensies komen niet overeen (4 resp. 3)

d. niet bijectief, want ker T is niet { 0} ---bijvoorbeeld  zit het polynoom 1 in de kern.

= Anton-Rorres 8.6.8

a Je hebt hier heel veel keuze. Maar een makkelijke afbeelding is bijvoorbeeld de afbeelding die de symmetrische matrix
a b c

[b d e] naar devector (a,b,c,d,ef) stuurt.
c e f

2 naar de vector (a,b,c,d) stuurt (rijgewijs aflezen). Of de

afbeelding die die matrix naar de vector (a,c,b,d) stuurt (kolomgewijs aflezen).

c¢. Eenisomorfisme met R"n kiezen is eigenlijk niets anders dan een basis kiezen. Een geschikte basis van de eerste vectorruimteV
isx,x"2,x"3. En je kunt dus de afbeelding nemen die ax+bx"2+cx"3 naar (a,b,c) stuurt. Maar je had ook een "abstracte" afbeelding
kunnen maken: bijvoorbeeld de afbeelding T die p stuurt naar het tripel (p(1),p(2),p(3)). Om in te zien dat die afbeelding bijectief
is, laten we zien dat hij injectief is. Dan volgt namelijk surjectiviteit uit dim R(T)+dim ker(T)=dim V=3. Stel dus dat Tp=0. Dat
betekent dat p(1)=p(2)=p(3)=0. Maar ook p(0)=0 want p in V. Dus p is een polynoom van graad hooguit 3 dat 4 verschillende
nulpunten heeft. Dat kan aleen maar alsp nul is. Dusker T={0} en T is een bijectie.

d. Bijvoorbeeld de afbeelding T f -> (f(0),f(x /2),f(z )Pm in te zien dat dit een isomorfisme s, schrijf je de matrix T_B,B’ op,
waarbij B’ de gegeven basis{1,sin(x),cos(x)} isen B de standaardbasisvan R"3:

b. Weer veel keuze. Bijvoorbeeld de afbeelding die de matrix :

ine3)= | ={1& Sin, Cos}

oute3)= {1 & Sin, Cos}

neal:= A=Table[l [[j11[ Pi /2], {i, O, 2}, {j, 1, 3}1;
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ines:= A // Matri xForm

Out[65]//MatrixForm=

1 0 1

11 0

1 0 -1
in[e6):= Det [A]
out[e6l= -2

Ditisniet O, dus A isinverteerbaar, en daarmee T ook. N.B. Strikt genomen hadden we eerst moeten nagaan dat B’ wel een basis
isvan zijn opspansdl, d.w.z. of B’ lineair onafhankelijk is, voor we de bovenstaande matrix van T t.0.v. B en B’ gingen uitrekenen.
Maar merk op dat dat bij nader inzien uit het bovenstaande volgt: as a* 1+b* Sin+c* Cos=0, and zou gelden A (a,b,c)*T=0, en uit
het bovenstaande volgt dan dat a=b=c=0.

= Extraopgaven

Opgave0.1

1. Merk eerst op dat voor nxn-matrices A,B geldt tr(AB)=som_i=1"nsom_j=1"na ijb ji, en dat dit gelijk isaan tr(BA). Dat A en
C gdlijkvormig zijn betekent dat er een inverteerbare P is met A=PCP*(-1). Dit betekent dat tr(A)=tr(PCP*(-1)). Pas nu de
bovenstaande regel toe met A vervangen door PC en B vervangen door P*(-1). Dan geldt dus blijkbaar tr(PCP(-1))=tr(P"\(-1) -
PC)=tr(l C)=tr(C).

Overigensvolgt de uitspraak ook uit het feit dat A en C hetzelfde karakteristieke polynoom hebben: de coefficient van A A(n-1)in
dat polynoom isimmers precies min het spoor van A, en dus ook min het spoor van C.

2. Op college zagen we a dat dim ker(A)=dim ker(C). Met de dimensiestelling volgt nu dat dim R(A)=n-dim ker(A)=n-dim
ker(C)=dim R(C).

3. AlsC=QBQ"(-1), dan geldt A=PCP\(-1)=PQBQ(-1)P*(-1)=RBR(-1) met R=PQ (immers, dan R(-1)=(PQ)\(-1)=Q"(-1) -
PAG- 1).

Opgave0.2

Kieseen basisvil,...,vnvan V en een basiswi,...,wn van W (met evenveel elementen, want V en W hebben dezelfde dimensie).
Nu hebben we eerder in het college gezien dat er dan een unieke lineaire afbeelding T bestaat met Tvi=wi voor i=1,...,n. Die
afbeelding is duidelijk surjectief, want R(T) bevat het opspansel van de basiswl,...,wn van W. Uit de dimensiestelling volgt dat T
ook injectief is, dus T is een isomorfisme.

Opgave 0.3
1
neo)= A= {{0, 0, 0, 1/3}, {1/2, 0, 1, 1/3}, {1/2, 0, 0, 1/3}, {0, 1, 0, O}};

inf7ol:= A // Mat ri xForm

Out[70]//MatrixForm=

0 0O

O wir wkr wkrk

0
00
1

O Nk Nk

2. Probeer dit zonder te rekenen! Je kunt in 5 stappen van elke i naar elke j komen, dus A5 heeft alleen maar strikt positieve
entries. Check:
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n7el= ACACACACA

Out[78]= {{

3.

1 1 5 7 1 5 43 5 2 1 19 5 5 1 1
v o u ey s o s 08 e 3

AR
oo"“

ingel:= Nul | Space[A-ldentityMatrix[4]]

out[86]= H% 1, % 1}}

Dus de eigenruimte bij eigenwaarde 1 isinderdaad 1-dimensionaal, met eigenvector (2,6,3,6)/17 (zo geschaald dat desom 1is).
4. Desites 2 en 4 zijn dus even populair, gevolgd door 3 en dan 1.

lets anders: we kunnen even testen dat inderdaad alle andere eigenwaarden in absolute waarde strikt kleiner zijn dan 1:
injgs:= Ei gensystem[A] // N

ousg- {{1., -0.305806 +0.579316 i, -0.305806 - 0. 579316 i, -0.388388}, {(0.333333, 1., 0.5, 1.},
(-0.237543 - 0. 449999 i, -0.305806 + 0. 579316 i, -0.456651 - 0.129317 i, 1.},
(-0. 237543 + 0. 449999 i, -0.305806 - 0. 579316 i, -0. 456651 + 0. 129317 i, 1.},
(-0.858248, -0.388388, 0.246636, 1.}})

ing9:= Abs[%[[1]1]1]
ougo= {1., 0.655075, 0.655075, 0.388388}

Dit zijn de absol ute waarden van de eigenwaarden.

Opgave 0.4

1. R(S) bestaat uit alle polynomen p van graad hooguit n+1 die door x deelbaar zijn, en dat zijn precies ale polynomen met
p(0)=0. De polynomen in R(T) voldoen daar duidelijk ook aan, omdat ze de integraal VANAF 0 van een ander polynoom zijn.
Omgekeerd, as p(0)=0, dan geldt p=T(p’) waarbij p’ de afgeleide van p is. Dus inderdaad bestaat ook R(T) uit alle polynomen
deelbaar door x.

2. Als xp(x)=0 voor ale x dan p=0. (Strikt genomen: dan zeker p(x)=0 voor alle x ongelijk 0, en dus vanwege continuiteit p(x)=0
voor alex.) Dusker S={0}. Als Tp=0, dan geldt zeker p=(Tp)’=0. Dus ook ker T={0}.

3. We zoeken polynomen die door eerst te integreren vanaf 0 en dan te delen door x op een scalair veelvoud van zichzelf worden
afgebeeld. De polynomen 1,x,x2,...,xn voldoen daar zeker aan, met de scalars 1,1/2,1/3,...,1/(n+1). Dus dit zijn zeker eigenvecto-
ren resp. eigenwaardenvan S(-1) T. Omdat ze P_n a opspannen, zijn er geen andere eigenwaarden of eigenvectoren.



